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Motivation fiir
Spektralsynthese

Die abstrakte harmonische Analyse hat ihren Ursprung in der klassischen
Fourier-Analyse. Deren Anfiinge reichen bis ins achtzehnte Jahrhundert zu-
riick. Beispielsweise setzt sich der Ton, den eine schwingenden Saite, eine
Luftséiule oder ein Stiick Metall erzeugt, aus einer Reihe reiner Toéne zu-
sammen, den Oberténen oder Harmonischen. In der Akustik und der phy-
sikalischen Mathematik beschiftigt man sich mit der Bestimmung dieser
Bestandteile (harmonische Analyse), wie auch mit der Rekonstruktion ei-
nes musikalischen Tones aus seinen Bestandteilen (harmonische Synthese).
Bei vielen physikalischen Problemen, die entweder periodisch sind, oder ver-
steckte Perioden besitzen, kann man &hnlich vorgehen, etwa in der Optik
oder der Astrophysik.

Mit dem Spektrum bezeichnet man je nach Anwendungsgebiet verschie-
dene Dinge. Im einfachsten Fall meint man damit nichts anderes als die
Fourier-Transformierte f einer (nicht notwendigerweise periodischen) Funk-
tion f auf den reellen Zahlen. In einigen Situationen in der Physik ist nur die

Amplitude |f()\)’ oder die Energie }f()\)|2 einer Frequenz A von Bedeutung,
wahrend die Phasenverschiebung G;Ei% keine Rolle spielt. Man spricht dann

vom Energiespektrum. Eine andere Sichtweise ist das Frequenzspektrum, das
die Menge aller Frequenzen A\ bezeichnet, die in einem betrachteten Objekt
vorhanden sind. Im Fall einer Funktion f auf R ist das gerade der Tréiger
von f.

Die Spektralanalyse ist nun die Zerlegung einer Funktion in ihr Spektrum
mit Hilfe einer Fourier-Transformation, Spektralsynthese die Rekonstruktion
einer Funktion aus ihrem Spektrum. Eine stetige periodische Funktion f auf
den reellen Zahlen ldsst sich eindeutig aus ihrer Fourier-Transformierten f
rekonstruieren. In einem allgemeineren Kontext ist das jedoch nicht immer
der Fall. Fiir die Spektralsynthese ist also die Frage von zentraler Bedeutung,
ob sich einem gegebenen Spektrum genau eine Funktion zuordnen lésst, oder
ob es mehrere Funktionen gibt, die das selbe Spektrum besitzen.

In der abstrakten harmonischen Analyse wird das Spektrum von einzel-
nen Funktionen auf Mengen von Funktionen erweitert. Wir betrachten den



Raum L'(G) der L'-Funktionen auf einer lokalkompakten abelschen Gruppe
G. Unter dem Spektrum einer Teilmenge M von L!(G) verstehen wir dann
gerade die Hiille von M. Dieser Begriff entspricht in etwa dem Frequenz-
spektrum. So liegt fiir alle Funktionen f aus einem abgeschlossenen Ideal
I in L'(G) der Triger ihrer Fourier-Transformierten f im Komplement der
Hiille von I. Es stellt sich die Frage, ob ein abgeschlossenes Ideal in L'(G)
eindeutig durch seine Hiille bestimmt ist. Es stellt sich heraus, dass das im
Allgemeinen nicht der Fall ist, und es mehrere Ideale geben kann, die die
selbe Hiille besitzen.

Wir gehen in dieser Arbeit der Frage nach, ob in einer polynomiellen
Hypergruppe zu einem Spektrum, das nur aus einem Punkt besteht, genau
ein abgeschlossenes Ideal existiert, das diesen Punkt als Hiille hat. Dariiber
hinaus zeigen wir, dass unter gewissen Voraussetzungen eine schwichere
Figenschaft gilt, ndmlich dass der Punkt eine schwache Spektralmenge ist.



Kapitel 1

Orthogonale Polynome und
Hypergruppen

In diesem Kapitel gehen wir darauf ein, wie eine Folge orthogonaler Po-
lynome eine Hypergruppe erzeugt und wie wir diese Hypergruppe mit der
Faltungsalgebra ¢!(Ng) bzw. ¢!(h) identifizieren kénnen. Wir definieren ei-
ne Fourier-Transformation auf ¢!(h), fiithren mehrere duale Mengen ein und
beschreiben, wie sie miteinander zusammenhéngen.

Wir untersuchen Folgen orthogonaler Polynome, die sich auf folgende
Weise konstruieren lassen: Wir gehen von reellen Zahlenfolgen (an)nen,,
(bn)nen, und (cp)nen, aus, die

agp+ by =1,

erfiillen. Es bezeichne Ny = NU {0}. Weiterhin sollen (ay)nen, und (cn)nen
nicht die Nullfolge sein. Daraus konstruieren wir nun rekursiv eine Folge
(Rn)nen, von Polynomen auf R:

1

Ry(x) =1, Ri(x) := a—o(:c —bp),

Ri(x)R,(x) := anRpt1(x) + by Ry (x) + cnRp—1(x)

fir alle x € R und n € N. Spéter werden wir die Polynome R,, auch auf C
erweitern. Fiir Beispiele verweisen wir auf Kapitel 3.

Nach dem Satz von Favard (siehe | ]) ist (Ry)nen, eine orthogonale
Polynomsequenz, das heifit es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ 7 auf R und
tm > 0, so dass

/Rn(m)Rm(x)dﬂ(x) = Op,mim Vn, m € Np.
R



Sei ¢!(Ng) der Banachraum der komplexen Folgen (o, )nen, mit

[e.e]

Z lay| < oo,
n=0
versehen mit der Norm ||(am)nen, || := D one g |on|. Wir definieren

D :={z € C: (Rn(2))nen, ist beschriankt},

und betrachten Funktionen der Form

f = Z Oéan|D
n=0

auf D mit > >° ; |a,| < co. Die Menge dieser Funktionen bezeichnen wir mit

A= {Z Oéan|D : (an)neNo € el(NU)}

n=0

und versehen sie mit der punktweisen Multiplikation. Jetzt koénnen wir

?*(Np) mit Hilfe der Abbildung

S
a = (an)nGNo —a = Z O571,}%71,’D

n=0

bijektiv auf A abbilden und so A mit ¢*(Ny) identifizieren. Nun stellt sich
die Frage, wie man eine Verkniipfung * auf ¢! (Ng) definiert, die

—

axb=a-b,  Va,be ('(Ng)

erfiillt. Wir stellen fest, dass sich das Produkt zweier Polynome als Linear-

kombination von Polynomen ausdriicken ldsst (Lemma 6.1 in | D,
n+m
Ry (z)Rp(z) = Z g(n,m; k)Ry(x) Vz € R, VYn,m € Ny.
k=|n—m)|

Dies ist eine endliche Summe. Mit Hilfe der Koeffizienten g(n,m; k) definie-
ren wir uns zuniichst eine Verkniipfung w : Ny x Ng — £1 (Np),

n—+m
w(”a m) = Z g(na m; k)5k7
k=|n—m)|
wobei e = (0km)men, und £}, die endlichen Konvexkombinationen von

Dirac-Funktionen ¢ bezeichnet. Unter der Voraussetzung, dass g(n, m; k) >
0 fur alle [n —m| > k > n 4+ m, wird Ny mit w als Faltung und n = n als
Involution zu einer diskreten kommutativen Hypergruppe (Theorem 6.1 in
[Las05]).

Ein Tripel (K,w,~) heiit diskrete Hypergruppe, wenn die folgenden Be-
dingungen erfiillt sind.



(1) Die Abbildung w : K x K — £}, erfiillt das Assoziativgesetz
w(eg,w(y,2)) =ww(z,y),e,) furalle z,y,z € K.
(2) Die Abbildung ~: K — K ist bijektiv,
=2z und w(x,y)” =w(x,y) firalle z,y € K.

(3) Es gibt ein Element e € K, so dass

wle,z) =e, = w(x,e) firalle x € K.

(4) e € suppw(z,y) genau dann, wenn x = y.

Ist w(z,y) = w(y, z) fiir alle z,y € K, so heifit die Hypergruppe (K, w, ~)
kommutativ. Die Abbildung w heifit Faltung und die Abbildung ~ heifit In-
volution, e heiflt Finselement. K ist in Unserem Fall immer Ny. Eine solche
von orthogonales Polynomen erzeugte Hypergruppe nennen wir kurz poly-
nomielle Hypergruppe.

Die Eigenschaft g(n, m; k) > 0 ist fiir viele Beispiele erfiillt, etwa bei den
Chebyshev-Polynomen, den Cosh-Polynomen, den Ultrasphérischen Polyno-
men und den Jacobi-Polynomen. Siehe dazu S. 95-100 in | ].

Die Verkniipfung w erweitern wir auf ¢}(Np), indem wir fiir alle f =

(fn)neNo € EI(NO) und g = (gn)nGNo € EI(NO)

W(f,g): Z fngmw(n>m)

n,m=0

setzen. ¢1(Ng) wird mit der Faltung f * g := w(f,g) und der Involution
f o f*=ffir f,g € £*(Ng) zu einer Banach-*-Algebra (Theorem 2.3 in
[Las05]).

Ein Banachraum (A, || - ||) iiber C (oder R) mit einer Involution * heift
Banach-*-Algebra, falls A eine Algebra ist, die Norm submultiplikativ ist,
d.h. |lzy|| < ||z]||y|| fir alle z,y € A, und die Involution ||z*|| = ||z|| fiir alle
x € A erfiillt.

Die Faltung * besitzt nun die gewiinschte Eigenschaft, dass

p—

axb=a-b, Va,b € 11 (Np)

(Theorem 3.3 in | ]). Wir kénnen w auch von Ny auf die Potenzmenge
von Ny erweitern. Fiir A, B C Ny definieren wir dann
w(A, B) := U suppw(z,y).
r€A,yeB



Jetzt definieren wir fiir festes n € Ny und fiir alle Abbildungen f : Ng — C
den Links-Translations-Operator L, durch

n+m

k=|n—m)|

Eine positive Funktion h : Ny — [0, 00[ heiit links-invariant, wenn fiir
alle f : Ny — C mit |suppf| < oo und m € Ny

S L f)h(n) = 3 F(n)h(n)
n=0 n=0

gilt. Eine Haar-Funktion ist eine links-invariante positive Funktion h : Ny —
[0, 0o mit h # 0.

In unserem Fall existiert eine bis auf die Wahl von h(0) eindeutige Haar-
Funktion h. Wihlen wir ~(0) = 1, so ist h nach Theorem 2.1 in | ]
gegeben durch

h(n) = (w(n,n)(0)) " =g(n,n;0)"' =, VneN,.
Damit definieren wir den Banachraum
(H(h) = {f :Nog—»C: Z |f(n)|h(n) < oo}
neNg

mit der Norm

£l =Y [f(m)]h(n).

n€eNp

¢*(h) wird mit der Faltung

Frgm)= 5" f(n)Lag(m)h(n)  ¥m € No

n€eNp

und der *-Operation f* = f zu einer Banach-*-Algebra (Theorem 2.4 (i)
in | ]). Uber den Isomorphismus f + fh kénnen wir ¢*(h) mit ¢'(Np)
identifizieren. Fiir f € ¢1(Rh) definieren wir jetzt die Fourier- Transformierte
f:Ds— C,

F@) =" Ri(x)f(k)h(k).
k=0
Dabei bezeichnet
Dg:={z € R: (Rp(7))nen, ist beschrinkt}.
Man kann die Fourier-Transformierte auch auf der grofleren Menge

D :={z € C: (Ry(2))nen, ist beschrankt}



definieren,
Ff(z) = Ru(2)f(k)h(k) ¥z € D.
k=0

Ein lineares Funktional ¢ : A — C auf einer Algebra A (in unserem
Fall ist das £1(h)) heifit multiplikativ, falls p(fg) = o(f)p(g) fiir alle f,g €
A gilt. Da ¢'(h) eine Banach-Algebra ist, ist jedes lineare, multiplikative
Funktional auf ¢!(h) automatisch beschrinkt (Lemma 2.1.5 in | .
Den Strukturraum von A bezeichnen wir mit

A(A)={p: A— C:p#0, ¢ linear und multiplikativ}.

Wir versehen ihn mit der Gelfand-Topologie, das heifit mit der schwéchsten
Topologie, beziiglich der die Funktionale

A(A) = C, ¢ px), z€A

stetig sind. Dariiber hinaus bezeichnen wir den symmetrischen Strukturraum
von A mit

As(A) = {p e A(A) s o(f) = ¢(f) Vf € A}.
Wir definieren fiir a € A die Gelfand-Transformierte a : A(A) — C,
a(p) = ¢(a).

Wir werden sehen, dass die Fourier-Transformation, richtig interpretiert,
nichts anderes ist als die Gelfand-Transformation. Dazu betrachten wir die
Charaktere

X (No) = {a € (*(No) : & £ 0, Loa(y) = a(z)aly) Vz,y € No}
und die symmetrischen Charaktere
No = {o € X’(No) : a(z) = az) Vo € N}
Wir definieren zu jedem z € C die Abbildung o, : Ng — C,
ay(n) = Ry(2).

Nach Proposition 6.2 (iii) in | ] sind die Abbildungen D — x*(No), z
a, und ihre Einsghréinkung auf Dy, Dy — Ny, z — «a, Homdomorphismen.
Wir kénnen also N mit D; identifizieren bzw. x?(Ng) mit D. Nach Theorem

3.1in [ ] ist auBerdem die Abbildung x?(Ng) — A(¢1(h)), a — @ mit
valf) =) alk)f(k)h(k)  Yfell(h)
k=0

bijektiv zwischen Xb(NO)A und A(¢'(h)). Thre Einschrinkung auf Ny ist eben-
falls bijektiv zwischen Ng und Ag(¢1(h)). Auf diese Weise kénnen wir Dy
mit Ag(¢1(h)) identifizieren (bzw. D mit A(¢!(h))) und so die Fourier-
Transformation als Gelfand-Transformation verstehen.

10



Kapitel 2

Spektralmengen und
schwache Spektralmengen

2.1 Definition und Uberblick

Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Strukturraum A(A) und Gelfand-
Transformation a + @ (das ist in unserem Fall ¢! (h) mit der zuvor definier-
ten Fourier-Transformation). Fiir eine Teilmenge M von A definieren wir
die Hiille h(M) von M,

h(M)={p € A(A): p(a) =0Va € M}.

Weiter definieren wir fiir eine abgeschlossene Teilmenge E von A(A) den
Kern k(E) von E,

kE(E)={a€ A:a(y) =0Vyp € E},
sowie
j(E) ={a € A :a hat kompakten Triger und suppa N E = (}}.

Eine kommutative Banach-Algebra heifit reguldr, wenn fiir jede abge-
schlossene Teilmenge E von A(a) und jedes g € A(A) \ F ein v € A
existiert, so dass

wo(x) #0 und ¢(x) =0 fiir alle p € E.

Regularitit kann als eine Trennungseigenschaft interpretiert werden.

Ist A reguldr, so ist jede Teilmenge E von A(A) wegen E = h(k(E))
( |, Lemma 4.2.3) bereits eindeutig durch ihren Kern k(E) bestimmt.
Des weiteren ist k(E) ein abgeschlossenes Ideal.

Ein Ideal in einer kommutativen Banach-Algebra A ist eine Teilmenge
I C A mit der Eigenschaft, dass ab € I fiir alle a € A und b € [.

11



Das Problem der Spektralsynthese ist nun die Frage, inwieweit ein abge-
schlossenes Ideal I in A von seiner Hiille (1) bestimmt ist. Im Allgemeinen
ist ndmlich I # k(h(I)). Formulieren wir die Frage also allgemeiner: Ist eine
abgeschlossene Teilmenge E von A(A) gegeben, was sind dann die abge-
schlossenen Ideale in A, deren Hiille gleich E ist? Und welche abgeschlosse-
nen Teilmengen E von A(A) sind die Hiille von nur einem abgeschlossenen
Ideal in A, nédmlich von k(E)?

A A(A)

k(h(I)) h(D)

Eine abgeschlossene Teilmenge E von A(A) heifit Spektralmenge (oder
Synthesemenge), wenn k(E) das einzige abgeschlossene Ideal in A ist, dessen
Hiille F ist.

Falls A halbeinfach und reguldr ist, gilt
h(k(E)) = h(j(E)) = E.

Dariiber hinaus ist k(F) das grofite Ideal dessen Hiille E ist und j(FE) ist
das kleinste solche Ideal (Theorem 5.1.6 in [ |). In diesem Fall ist £

also genau dann eine Spektralmenge, wenn k(E) = j(E) ist.
Eine kommutative Banach-Algebra A heifit halbeinfach, wenn ihr Radikal

rad(A) = ({ker o : ¢ € A(A)}

nur aus der 0 besteht, wenn also rad(A) = {0}.

Ist jede abgeschlossene Teilmenge E C A(A) eine Spektralmenge, so sa-
gen wir, dass fir A Spektralsynthese gilt. Der Begriff Synthese bedeutet in
diesem Zusammenhang, dass man ein abgeschlossene Ideal I C A eindeutig
aus seiner Hiille h(I) rekonstruieren (oder zusammensetzen) kann.

Da selbst fiir eine regulére, halbeinfache kommutative Banach-Algebra
fiir gewohnlich keine Spektralsynthese gilt, besteht ein grofles Interesse dar-
an, zu untersuchen ob die Spektralmengen-Eigenschaft unter bestimmten
Operationen wie der endlichen Vereinigungen erhalten bleibt. Ein Hilfsmit-
tel dabei sind Ditkin-Mengen.

Eine abgeschlossene Teilmenge E von A(A) heifit Ditkin-Menge, wenn
fiir jedes x € k(F) eine Folge (yx )i in j(F) existiert, so dass

Y —> X fiir £ — oo.

12



Die Vereinigung von zwei Ditkin-Mengen ist wieder eine Ditkin-Menge
( |, Lemma 5.2.1). Die Vereinigung zweier Spektralmengen ist hinge-
gen im Allgemeinen keine Spektralmenge. Ein Gegenbeispiel ist die Mirkil-
Algebra, siehe | ]. Es gilt jedoch (| ], Theorem 5.2.5):

Satz 1. Sei A eine halbeinfache regqulire kommutative Banach-Algebra und
seien Ey und Ey abgeschlossene Teilmengen von A(A) derart, dass E1 N Eq
eine Ditkin-Menge ist. Dann ist Fy U FEo genau dann eine Spektralmenge,
wenn E1 und Ey Spektralmengen sind.

Wir sind an Bedingungen interessiert, die fiir eine konkrete abgeschlos-
sene Teilmenge F von A(A) sicherstellen, dass sie eine Spektralmenge ist.
Das Wiener-Ditkin-Theorem liefert eine solche Bedingung, ndmlich dass der
Rand O(E) von E verstreut ist.

Ein topologischer Raum X heifit verstreut, wenn jede nicht leere abge-
schlossene Teilmenge F' von X einen isolierten Punkt hat, das heifit ein
x € F und eine offene Teilmenge U von X so dass U N F = {z}.

Satz 2 (Wiener-Ditkin). Sei A eine halbeinfache regulire kommutative Banach-
Algebra, fiir die () eine Ditkin-Menge ist. Dann ist jede abgeschlossene Teil-
menge E von A(A) mit verstreutem Rand O(E) eine Spektralmenge.

Es gibt mehrere Erweiterungen des Wiener-Ditkin-Theorems, unter ande-

rem von Atzmon (| |, Theorem 1.2) und von Kaniuth ([ |, Theo-
rem 5.2.13).

Der Banach-Raum L!(G) iiber einer lokalkompakten abelschen Gruppe G
mit der Norm || - ||; wird mit der Faltung

(F+9)la) = [ Fanatu )y
zu einer Banach-Algebra. Falls G diskret ist, definieren wir die Faltung durch

(fxg)@) =" flay)gy™).

yeG

Im Fall einer kompakten abelschen Gruppe G gilt fiir L'(G) Spektralsyn-
these (] ], Korollar 5.5.3). Ein bekannter Satz von Malliavin | ]
besagt jedoch, dass fiir L'(G) mit einer nicht kompakten lokalkompakten
abelschen Gruppe G keine Spektralsynthese gilt, das heift, es gibt eine ab-
geschlossene Teilmenge E von G = A(LY(G)) mit der Eigenschaft, dass k(E)
nicht das einzige abgeschlossene Ideal in L!(G) mit Hiille E ist. Aus diesem
Grund besteht ein Interesse daran, sowohl Spektralmengen als auch Ditkin-
Mengen fiir L' (G) zu erzeugen. R

Kaplanski hat in | ] gezeigt, dass alle Punktmengen in G = A(LY(G))
Spektralmengen sind. Helson hat dieses Ergebnis in | | verbessert und
gezeigt, dass jede abgeschlossene Teilmenge von G mit verstreutem Rand

13



eine Spektralmenge ist. Die Einheitssphéire S' C R? ist eine Spektralmen-

ge fiir L'(R?), siehe | ]. Ein anschauliches Beispiel fiir eine Menge, die
keine Spektralmenge ist, stellt dagegen die Einheitssphire S™~1 in R™ fiir
n > 3 dar. Schwartz hat in | ] gezeigt, dass S™~! fiir L}(R™) in diesem

Fall keine Spektralmenge ist.
Es gibt zwei groe offene Fragen in der Spektralsynthese von L'(G):

(1) Ist jede Spektralmenge in G eine Ditkin-Menge?
(2) Ist die Vereinigung zweier Spektralmengen wieder eine Spektralmenge?

Falls die erste Frage positiv beantwortet wird, hat das auch eine positive
Antwort auf die zweite Frage zur Folge, da die Vereinigung von zwei Ditkin-
Mengen wieder eine Ditkin-Menge ist.

Wir miissen hier genau zwischen L!(G) und ¢! (h) unterscheiden. Die hier
genannten Ergebnisse zu L*(G) sind nicht auf ¢*(h) anwendbar, da (Ng, +)
keine Gruppe ist und die Faltung in beiden Fiéllen unterschiedlich definiert
ist. Im Allgemeinen sind nicht alle Punktmengen in NO Spektralmengen.
Vogel untersucht in | | fiir verschiedene polynomielle Hypergruppen
auf Ny, welche Punktmengen aus NO Spektralmengen sind. Seine Ergebnisse
werden in Kapitel 3 vorgestellt.

Fiir mehr Informationen iiber die Spektralsynthese regulirer kommutati-
ver Banachalgebren verweisen wir auf Kapitel 5 in | ].

Wie wir gesehen haben gilt in vielen Fillen keine Spektralsynthese. Aus
diesem Grund verallgemeinert man den Begriff der Spektralmenge und fiihrt
den der schwachen Spektralmenge ein.

Sei A eine regulire halbeinfache kommutative Banach-Algebra. Eine ab-
geschlossene Teilmenge E von A(A) heifit schwache Spektralmenge, wenn
ein n € N existiert, so dass a™ € j(F) fiir alle a € k(E).

Schwache Spektralmengen wurden von Warner in | ] im Zusammen-
hang mit dem Vereinigungsproblem von Spektralmengen eingefiihrt und un-
tersucht. Varopoulos hat sie jedoch bereits zuvor implizit in seinen Arbeiten

[ I, [ | benutzt.

Die Einheitssphire S"~! c R® = A(LY(R")) ist fiir n > 3 eine schwache
Spektralmenge, aber keine Spektralmenge, siehe | ]. Es gibt eine Rei-
he von Banach-Algebren, fiir die zwar schwache Spektralsynthese gilt, aber
keine Spektralsynthese, siehe | |, Abschnitt 1.

Parthasarathy und Varma haben in | | gezeigt, dass fiir die Fou-

rier Algebra A(G) = L'(G) einer nichtdiskreten lokalkompakten abelschen
Gruppe G keine schwache Spektralsynthese gilt. Kaniuth hat dieses Ergeb-
nis in [ | auf den nichtabelschen Fall erweitert und gezeigt, dass fiir
A(G) mit einer beliebigen lokalkompakten Gruppe G genau dann schwache
Spektralsynthese gilt, wenn G diskret ist.

In | | formuliert Kaniuth Bedingungen, unter denen im Fall einer
reguldren halbeinfachen kommutativen Banach-Algebra der Schnitt zweier
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schwachen Spektralmengen und die abzéhlbare Vereinigung schwacher Spek-
tralmengen wieder eine schwache Spektralmenge ist.

In | ] fiihren Kaniuth und Ulger eine absteigende Folge o, (E) von
Teilmengen von A(A) ein um damit schwache Spektralmengen zu untersu-
chen und zu charakterisieren, und vergleichen diese mit dem von Muraleed-
haran und Parthasarathy in | ] eingefiihrten n-Differenz-Spektrum
Ay (E).

Dariiber hinaus beschéftigt sich Kaniuth mit der schwachen Spektralsynthe-
se der Fourier-Algebra A(G/K) einer Faktorgruppe G/K, wobei G eine lo-
kalkompakte Gruppe und K eine kompakte untergruppe von G ist | 1,
sowie mit der schwachen Spektralsynthese des projektiven Tensorprodukts
A®B zweier regulirer kommutativer Banach-Algebren A und B | ].

2.2 Wachstumsbedingungen

Wir werden sehen dass die Art des Wachstums einer Hypergruppe auf Ny
sowohl bei der Spektralsynthese als auch bei der schwachen Spektralsynthese
eine entscheidende Rolle spielt.

Zunéchst erweitern wir die Haar-Funktion h auf endliche Teilmengen C' C
Ny, indem wir

h(C) = h(k)

keC

setzen. Weiter bezeichne C™ = C % - - - x C' die n-fache Faltung von C' C Np.
Damit definieren wir mehrere Wachstumsbedingungen.

(1) Die Hypergruppe Ny wdichst polynomiell, wenn es fiir jedes endliche
C C Np ein a = a(C) > 0 gibt, so dass

h(C™) = O(n®) fiir n — oo,

(2) sie wdchst subexponentiell, wenn es fiir jedes endliche C' C Ny und jedes
e > 0 eine Konstante M = M (C,¢e) > 0 gibt, so dass

R(C™") < M(14¢e)" fiir alle n € Ny,

(3) und sie wdchst exponentiell, wenn sie nicht subexponentiell wichst.

Aus subexponentiellem Wachstum folgt also polynomielles Wachstum. Die-
se Wachstumsbedingungen lassen sich mit Hilfe der Haar-Funktion h noch
etwas handlicher formulieren.

Lemma 3. (1) Die Hypergruppe Ny wichst genau dann polynomiell, wenn
es ein o > 0 gibt, so dass

h(n) = O(n®) fiir n — oo,



(2) und sie wichst genau dann subexponentiell, wenn es fir jedes ¢ > 0
eine Konstante K = K(g) > 0 gibt, so dass

h(n) < K(1+¢)" fiir alle n € Ny.

Beweis. (1) Angenommen, h(n) = O(n?) fiir n — oo. Sei C' C Ny endlich
und ng = maxC. Es ist suppcxd C {|c —d|,...,c+ d} fiir alle ¢ € C' und
d € C™. Nehmen wir an, dass C" C {0,1,...,nno}, so folgt daraus nach
Definition der Faltung, dass

cntl = U suppcxd C {0,...,(n+ 1)ng}.
ceC,deCn

Per Induktion nach n folgt mit C' C {0,...,ng}, dass
c" C{0,1,...,nnp}.
Damit ist

h(C™) = Y h(k) = O((nng + 1)(nng)®) = O(n®*1)  fitr n — oc.
keCm
Setzen wir umgekehrt polynomielles Wachstom von Ny voraus. Da (R1)"™ den

Grad n hat, ist n € {1}". Damit folgt aus dem polynomiellen Wachstum von
Ng, dass

h(n) < Y h(k) =h({1}") =0(n®)  fir n — oo.
ke{1}m

(2) Wir nehmen an, dass es fiir alle ¢ > 0 ein K > 0 gibt, so dass
h(n) < K(1+ €)™ ist. Sei C' C Ny endlich, § > 0 und ngp = maxC. Weil

12 (14 ¢)* stetig von e abhiingt, und Y12, (1 + 0)*F = ng ist, gibt es ein
€ > 0 mit

no
D (@ +e)f <no(1+9).
k=1
Erfiille ¢ auflerdem (14 €)™ <14 46. Da C" C {0,...,nng}, erhalten wir
damit nach Voraussetzung

nno nno

h(C™) =Y h(k) <> hk) <KDY (1+e)
keCn k=0 k=0

n—1 ngo

=K (14> ) (14g)mot
i=0 j=1
n—1 no

=K ([1+) ((14+8)")) (1+e)
i=0 Jj=1

<K <1+nozn:(1+5)i) .

=1
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Wegen

i ;o (4o -1 1446 T ) "
Z(1+5):((1+>5)_1 = (L4 = s < ——(1+0)

i=1
und mit M (C,§) := 2Kno L folgt daraus, dass

1+

hC™") <K (1 + ng (1+ 6)”) < M(C,6)(1+ )"

Die Umkehrung folgt wie bei (1), indem man C' = {1} betrachtet. O

Mit Hilfe dieser Wachstumsbedingungen lassen sich Aussagen {iber Dy
und D treffen. Wir fassen Theorem 5.2 und Korrolar 6.1 in | | zu fol-
gendem Satz zusammen.

Satz 4. Fiir eine polynomielle Hypergruppe Ng mit subexponentiellem Wachs-
tum gilt

suppm = Ds = D,
wobei w das Wahrscheinlichkeitsmaf$ ist, beziiglich dem die Polynome Ry

orthogonal sind.

Die Art des Wachstums ist auch von Bedeutung wenn man untersucht,
welche Punktmengen {z¢o} C D, Spektralmengen sind. Vogel beschreibt
in | | (Theorem 3.11) fiir den Fall polynomiellen Wachstums die ab-
geschlossenen Ideale in I'(h), deren Hiille {x(} ist, und zeigt, dass es nur
endlich viele sind.

Satz 5. Sei Ny eine polynomielle Hypergruppe mit polynomiellem Wachs-
tum, P,, n € Ny die zugehirigen orthogonalen Polynome, ag > 0, h die
Haar-Funktion von Ng, N € N mit der Figenschaft, dass

h(n) = O(n™) fir n — oo

und xo € Ds. Dann gibt es ein K (x¢) € No, K(x¢) < N+4 mit den folgenden
Eigenschaften.

(1) Die Folge

k({zo}) =10 2 1 2 -+ 2 Ik (ag) = j({z0})
mat
I ={a el'(h):a™(20) =0 fiirn=0,1,...,k}

besteht aus allen abgeschlossenen Idealen in I*(h), deren Hiille {0}
15t.

(2) K(zo) = max{k € Ng: IM > 0: |PF (20)| < M ¥n € No}
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k({zo}) und j({xo}) stimmen also genau dann iiberein, wenn K (xg) =0
ist. Diese Charakterisierung von Spektralmengen formuliert Vogel im folgen-
den Korollar ([ |, Korrollar 3.12).

Korollar 6. Sei Ny eine polynomielle Hypergruppe mit polynomiellem Wachs-
tum, P,, n € Ny die zugehérigen orthogonalen Polynome und ag > 0.
{zo} mit zy € Dy ist genau dann keine Spektralmenge, wenn die Folge
(P} (x0))nen, beschrinkt ist, das heifit wenn es ein M > 0 gibt, so dass

|Pli(z0)| < M fiir alle n € No.

Bei der Untersuchung von Punktmengen ist auch der folgende Korollar
(Korollar 3.13 in | |) hilfreich.

Korollar 7. Unter den Voraussetzungen von Korollar 6 gilt:
(1) {1} ist eine Spektralmenge.
(2) Ist by, =0 fiir alle n € N, so ist {1 —2ag} eine Spektralmenge.

Wir werden uns nun mit der schwachen Spektralsynthese von Punktmen-
gen {a} mit @ € Dy im Fall polynomiellen Wachstums beschiftigen. Dazu
bendtigen wir das folgende Lemma von Dixmier (Lemma 7 in | ]). Be-
zeichne C,, fiir n € N die Menge der Funktionen ¢ : R — C mit ¢(0) = 0, die
stetige integrierbare Ableitungen bis zur Ordnung n + 3 besitzen. Bezeichne
weiter f* = f % ---* f die n-fache Faltung von f € ¢1(h),

o0 1 .
exp(f) = Z Ef
n=0
und cgo(Np) die komplexen Folgen mit nur endlich vielen von Null verschie-

denen Folgengliedern.

Lemma 8. Sei Ny eine polynomielle Hypergruppe mit polynomiellem Wachs-
tum und M € N mit der Figenschaft, dass

h(n) = O(n*) fiir n — oo.

Dann konvergiert fir alle reellwertigen Folgen f € coo(No) und fir alle ¢ €
Cyr das Integral

2T
R

o(f) = = / exp(it f)@(t)dt,

o(f) € £1(h) und fir alle o € Dy gilt

o)) = o(f(a)).
Ist dariiber hinaus @(t) = tP fir |t| < | f|l1, so ist o(f) = fP.
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Es stellt sich heraus, dass im Fall polynomiellen Wachstums jede Punkt-
menge {z} C Dy eine schwache Spektralmenge ist. Ein Ergebnis von Vogel
(Lemma 2.9 in | ]) ist

Lemma 9. Sei Ny eine polynomielle Hypergruppe mit polynomiellem Wachs-
tum und sei o € Dgs. Dann gibt es ein M € N, so dass

M8 e j({a)) fir alle f € k({a}).

Beweis. Zunéchst begriinden wir, dass es geniigt, f € coo(No) N k(a) zu

~

betrachten, wobei k(a) = {f € £(h) : f(a) = 0}. Die Abbildung

~

f=P(f)=f—fla)o

ist wegen der Stetigkeit der Fourier-Transformation und der Punkteinset-
zung und wegen £y(a) = Py(a) = 1 eine stetige Projektion von ¢'(h) auf
E(a). AuBerdem ist P(f) € coo(Np) fiir alle f € coo(No).

Nun zeigen wir, dass k(a) C coo(No) N k(a). Sei dazu f = (frn)nen, € k().
Sei weiter

m
Jm = Z fnén fiir alle m € Ny.
n=0

Die so definierte Folge (gm )men, konvergiert gegen f und ihre Folgenglieder
gm liegen alle in ¢op(No). Die Folge (P(gm,))men, konvergiert ebenfalls gegen
f=P(f), und P(gm) € coo(No) N k() fiir alle m € Ny. Zusammen mit der
offensichtlichen Inklusion k(a) 2 coo(No) N k(«) gilt also

k(a) = coo(No) N k(a).

Wegen der Stetigkeit der Abbildung f +— f2M*8 auf ¢!(h) mit einem festen
M € N kénnen wir uns sogar auf f € coo(Np) N k(«) beschrinken.

Sei also f € ¢po(Np) N k(). Wir zerlegen zunéchst f in zwei reellwertige
Folgen g1, 92 € coo(No) N k(«) derart, dass f = g1 + ige. Sei weiter M € N
mit der Eigenschaft, dass

h(n) = O(n*) fiir n — oo.
Jetzt wihlen wir ¢ € Cyy mit @(t) = tM+* fiir [t| < max{||g1]|1,[|g2/|1} und
wenden Lemma 8 an. Fiir [ = 1,2 ist ¢(g;) € £!(h) und es gilt

e(g) = gt

Als néchstes definieren wir mit Hilfe von Lemma 8 in | ] eine Folge
(¢r)ken, von Funktionen ¢y € C,, die fur |[t| > 1 mit ¢ iibereinstimmen,
die auf einer Nullumgebung den Wert 0 annehmen, und fiir die gilt

H@](f)_sp(ﬁ)H =0 fiir kK — oo und fir 5 =0,1,..., M + 3.

o0
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Dabei niitzen wir aus, dass auf einer Nullumgebung o(t) = tM+4 ist. Nach
Lemma 8 ist o (g;) € ¢*(h) fiir alle k € Ny und fiir [ = 1,2. Dariiber hinaus
gilt

er(91) = p(g)  fiir k — oo.

—_—

Da gi(a) = 0 und g; stetig ist, ¢x(g1) = pr o g gilt, und weil auf einer

Y —

Nullumgebung ¢ = 0 ist, ist auch @i(g;) = 0 auf einer Umgebung von «
und damit

or(gr) € 7{a}) fiir alle k € No und fiur 1 =1, 2.

Daraus folgt

9"t = p(g) = Jim o(g) € 5({e})  fiirl=1,2

Weiter ist

IM+8
, _/9M +8 _ .
FEMHES (g1 4 igy)2MHS — E : Zn( . >g%M+8 "gy € i({al),

n=0

da in jedem Summand die Potenz von g; oder go grofler oder gleich M + 4
ist. Es folgt

R2MHE ¢ j({a}) fiir alle h € E({a}).
O

Vogel beweist dieses Lemma knapp und in etwas allgemeinerer Form fiir
eine beliebige kompakt erzeugte kommutative Hypergruppe mit polynomi-
ellem Wachstum. Es wird im Beweis von Satz 5 verwendet, um zu zeigen,
dass die Folge von Idealen endlich ist. Aus dem Lemma folgt

Korollar 10. Ist Ny eine polynomielle Hypergruppe mit polynomiellem Wachs-
tum, dann ist jede Punktmenge {a} C D eine schwache Spektralmenge.

Beweis. Wir {iberpriifen fiir die Definition schwacher Spektralmengen, ob
¢+ (h) regulir und halbeinfach ist.

Vogel zeigt in | | (Lemmata 3.4 und 3.9), dass die Fourier-Algebra
A(Dsy), die wir iiber die Fourier-Transformation mit ¢! () identifizieren kon-
nen, regulér ist.

Zur Halbeinfachheit: Wir zeigen, dass [{ker ¢, : * € Ds} = {0} gilt, wobei
0o (f) = f() fiir alle f € €'(h). Wegen

m{ker Yz :x € Dg} D m{kercp s A(FN(R)} = rad(A)

folgt dann daraus, dass rad(A) = {0} ist, das heifit ¢! (h) ist halbeinfach.
Sei also f = (fr)ken, € A derart, dass ¢, (f) = 0 fiir alle z € D,. Nach
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Satz 4 ist Dy = suppw und diese Menge ist kompakt. Daraus folgt mit der
Orthogonalitit der zugehorigen Polynome R,,, dass

0= / Ro(2) fla)dr(x) = / Rn(:c)kzzo FoRi(2)h(k)dr(x)

=
S

= kah(k)/Rn(x)Rk(m)dﬂ(x) = fa fiir alle n € Ny.

Dabei darf die Grenzwertbildung der Reihe und die Integration vertauscht
werden, weil (R, )nen beschriankt ist, so dass die Fourier-Reihe gleichméBig
konvergiert. Es folgt f = 0. O

Der folgende Satz (eine Abschwichung von Theorem 2.11 aus | )]
betrifft die abzéhlbare Vereinigung von schwachen Spektralmengen. Sei &(FE)
€ NN {oo} fiir eine abgeschlossene Teilmenge E von A(A) die kleinste Zahl,
fiir die a™ € j(F) fiir alle a € k(E).

Satz 11. Sei A eine requldre halbeinfache kommutative Banach-Algebra und
seien Ey, k € N abgeschlossene Teilmengen von A(A), so dass E = J;2, E;
abgeschlossen ist. Seien zudem die folgenden beiden Bedingungen erfillt.

(1) Ej ist fir alle j € N eine schwache Spektralmenge und
sup{{(FEj) : j € N} < o0.
(2) Zu jedem j € N ezistiert eine Ditkin-Menge Dj, so dass
oE)N |J E <D CE;.
iEN\{j}
Dann ist E eine schwache Spektralmenge.

Mit ihm lasst sich die Aussage von Korollar 10 noch etwas verallgemei-
nern.

Korollar 12. Sei Ny eine polynomielle Hypergruppe mit polynomiellem Wachs-
tum. Dann ist jede abzihlbare abgeschlossene Teilmenge von Dy eine schwa-
che Spektralmenge.

Beweis. Sei E = {Ej, FEs,...} eine abzdhlbare abgeschlossene Teilmenge
von Dg. Aus Korollar 10 wissen wir bereits, dass alle Punkte F;, ¢ € N
schwache Spektralmengen sind und dass £(E;) durch 2M + 8 beschrénkt
ist, wobei M die Ordnung des polynomiellen Wachstums der Hypergruppe
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ist. Um Satz 11 anwenden zu kénnen, wihlen wir D; = () fir alle j € N
und {iberpriifen, dass die leere Menge eine Ditkin-Menge ist. Wir haben
k(@) = ¢*(h) und j(0) = ¢'(h). Sei x € k(). Fiir (yx), wihlen wir die
konstante Folge (£0)ren,. Wegen &g(x) = Ro(z) = 1 fiir alle z € Dy ist g
das Einselement in ¢'(h), so dass yyr = r — = fiir k — oco. O

Im néchsten Kapitel werden wir auf einige Beispiele eingehen, auf die sich
die Korollare 10 und 12 anwenden lassen.
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Kapitel 3

Beispiele und deren
Spektralsynthese

In diesem Kapitel stellen wir mehrere polynomielle Hypergruppen auf Ny
vor und gehen auf die Art ihres Wachstums ein. Wir fassen Ergebnisse von
Vogel zusammen, der in | | mit Hilfe von Satz 5 und der Korollare 6 und
7 fiir mehrere polynomielle Hypergruppen beschreibt, welche Punktmengen
{zo} C Ds Spektralmengen sind.

3.1 Jacobi-Polynome

Wir wihlen zwei Parameter o, 3 € R, sodassa > > —1und a+8+1 > 0.
Durch die Folgen

2n+a+B+1)(n+a+1)(a+p+2)

T GntatBr2)ntatfri2(atl)

p o =B <_ (a4 B+2)(a+p) )
" 2(a+1) 2n+a+B8+2)2n+a+p6))’
o — 2n(n + B)(a+ B +2)

2n+a+8+1)2n+a+ 6)2(a+1)
fiir n € N und

o — 2(a+1) . p-a
0T a+ B+ 2 0T a+pB+2
(a,ﬁ)(l)

werden wie in Abschnitt 1 beschrieben die auf Ry,

Jacobi-Polynome R%a’ﬁ ) definiert. Die Jacobi-Polynome erzeugen eine Hy-
pergruppe auf Ny mit polynomiellem Wachstum und es ist

= 1 normierten

D = [*1’ 1]

(siehe | ], 3(a)). Nach Beispiel 4.1 in [ | gilt:
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Abbildung 3.1: Die Parameter der Jacobi-Polynome.

e {1} ist nach Korollar 7 eine Spektralmenge.
o {z} ist fiir alle z € (—1,1) keine Spektralmenge.
e {—1} ist genau dann eine Spektralmenge, wenn o — 5 < 2.

Wegen des polynomiellen Wachstums sind jedoch nach Korollar 10 alle
Punktmengen aus [—1, 1] schwache Spektralmengen.

3.1.1 Ultrasphérische Polynome

Do|—

Abbildung 3.2: Der Parameter der ultrasphérischen Polynome.

Die ultrasphérischen Polynome R&“) (auch Gegenbauer-Polynome) erge-

ben sich fir a = g > —% als Unterklasse der Jacobi-Polynome. In diesem
Fall sind {—1} und {1} Spektralmengen, wohingegen {x} fiir alle z € (—1,1)
keine Spektralmenge ist.

Die ultrasphérischen Polynome umfassen eine Reihe bekannter Beispiele.
Fir a = —% erhalten wir die Chebyshev-Polynome erster Art, fiir o = 0 die

Legendre-Polynome und fiir a = % die Chebyshev-Polynome zweiter Art.
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Abbildung 3.3: Die Parameter der zugehorigen ultrasphéarischen Polynome.

3.2 Zugehorige ultrasphirische Polynome

Seien a, v € R mit o > —%, v > 0. Wir erhalten die zugehorigen ultrasphéri-

schen Polynome RS{X) (z;v), indem wir bei den Koeffizientenfolgen der ultra-

sphérischen Polynome n durch n + v ersetzen und auf Rga)(l; v) = 1 nor-
mieren (siehe | |, Abschnitt 3). Das fithrt auf

_ (v +n)2a + V)ny1 — (n+ v+ 20)(V)nt1 _
Cn = , an=1—-cy,
(2n+2v+2a+ D[2a + v)nt1 — (V)n+1]

fiir alle n € N, ag = 1 und b, = 0 fiir alle n € Ny. Dabei bezeichnet
(a)n:a(a+1)"'(a+n_1)v (a)():l

das Pochhammer-Symbol. Diese Folgen definieren eine polynomielle Hyper-
gruppe auf Ng mit D; = [—1,1] und polynomiellem Wachstum ([ ],
Theorem 3.1). Nach Korollar 10 sind also alle {z} mit = € [-1, 1] schwache
Spektralmengen.

3.3 qg-ultrasphéirische Polynome

Fir 8, € Rmit -1 < 8 < 1, 0 < ¢ < 1 definieren wir zunichst die
Hilfsfolgen

1— qn+1
A, = ———— fiir alle n € Ny,
2(1— Bg") ’
1— Banfl
Cph=——"—7"— fiir alle n € N.
2(1 - Bg")
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Abbildung 3.4: Die Parameter der g-ultrasphérischen Polynome.

Die rekursiv definierten Folgen

CrAn_
ap =1—cp, cn:nin1 fiir n > 2,
an—1
b, = 0 fiir alle n € Ny,
ag = 1, Cc1 = Cle und a] = 1-— c1,

erzeugen dann eine Hypergruppe auf Ny (siehe Beispiel 3.3.8 in |

I

und die zugehorigen Polynome quﬁ 9 gind die auf Péﬁ ’q)(l) = 1 normierten
g-ultrasphérischen Polynome. In Beispiel 4.5 in [ | wird gezeigt, dass
ein ko € N existiert, so dass h(n) = O(n?%). Wir haben also polynomielles

Wachstum und nach Satz 4 ist
[1,1] =suppm = Dg = D.
Nach Beispiel 4.5 in | | gilt:
e {—1} und {1} sind Spektralmengen.

e Fiir alle z € (—1,1) ist {z} keine Spektralmengen.

Wegen des polynomiellen Wachstums sind jedoch nach Korollar 10 alle

Punktmengen aus [—1, 1] schwache Spektralmengen.

3.4 Verallgemeinerte Chebyshev-Polynome

Seien «a, 5 € R mit 8 > —1, a > B+ 1. Sei weiter

1
Ltat Bl s n—alen
e\ Trprf
n «
_ AT fllsn=21+11€eN
Ntatpry ‘sn=stLieN
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Abbildung 3.5: Die Parameter der verallgemeinerten Chebyshev-Polynome.

ap =1, b, = 0 und ¢, = 1 — a, fir alle n € Ny. Die Folgen (a,), (bn)
und (c,) definieren die verallgemeinerten Chebyshev-Polynome nga’ﬁ ). Sie
erzeugen eine Hypergruppe auf Ny, die zugehorige Haar-Funktion h wéchst

polynomiell und es ist Dy = [—1, 1] (siehe | ], 3(f)).
Die verallgemeinerten Chebyshev-Polynome lassen sich durch die Jacobi-
(e,8)

Polynome Ry, ausdriicken,

L) () = {Rl(a(f;(ff;)? ~1)  fallsn=2,1€N,
zR*7 T (222 — 1) fallsn=20+1, € Ny.
Nach Beispiel 4.2 in | | gilt:
e {—1} ={1 —2ap} und {1} sind nach Korollar 7 Spektralmengen.
e {0} ist keine Spektralmenge.

e {z} ist fir 2 € (—1,0) U (0,1) genau dann eine Spektralmenge, wenn
1

Korollar 10 liefert, dass {x} fuir alle z € [—1, 1] eine schwache Spektralmenge
ist.

3.5 Geronimus-Polynome

0 1 2

Abbildung 3.6: Der Parameter der Geronimus-Polynome.
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Fir o € R, a > 2 definieren wir

an—m, cp, =1—a, firalleneN,
setzen ag = 1 und b, = 0 fiir alle n € Np. Diese Folgen liefern die von
Geronimus untersuchten Polynome M. Sie erzeugen eine Hypergruppe auf
Np, die zugehorige Haar-Funktion h wéchst polynomiell und es ist Dy =
[—1,1] (siehe | |, 3(g)). Die Untersuchung der Punktmengen in Beispiel
4.3 in | | ergibt:

e {—1} und {1} sind nach Korollar 7 Spektralmengen.
e Alle anderen {x} mit z € (—1,1) sind keine Spektralmengen.

Auch hier sind nach Korollar 10 alle Punktmengen {z} C [—1,1] schwache
Spektralmengen.

3.6 Grinspun-Polynome

0 1 2

Abbildung 3.7: Der Parameter der Grinspun-Polynome.

Fiir ein festes a € R, a > 2 definieren wir

a—1 1 1 .
a1 = , c = —, ap =¢Cp = - firn>2
a a 2

und b, = 0 fiir alle n € N. Weiter setzen wir ag = 1 und ¢y = 0. Die Folgen
(an), (by) und (c,) definieren die Grinspun-Polynome G¢;. Diese erzeugen
eine Hypergruppe mit polynomiellem Wachstum und es ist Dy = [—1,1]
(siehe [ ], 3(g), (ii)). Es stellt sich mit Hilfe der Korollare 6 und 7
heraus, dass alle {z} C [—1,1] Spektralmengen und damit auch schwache
Spektralmengen sind.

3.7 Cartier-Dunau-Polynome

0 1

Abbildung 3.8: Der Parameter der Cartier-Dunau-Polynome.
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Die Cartier-Dunau-Polynome werden fiir ¢ € R, ¢ > 1 durch die konstante
monische Rekursionsformel

1
Ryi1(z;9) + ——Rp—1(x3q) fiir alle n € N,

-7

g+1
sowie Ro(x;q) = 1 und R;(x;q) = = definiert. Die Koeffizientenfolgen sind
also ag =1, by =0,

Qn

q 1 .
=—— b,=0 d = —— fiir all N.
q+1, n un Cn, P ur alle n €

Fiir ¢ € N hingen diese Polynome mit homogenen Biéumen vom Grad ¢

zusammen. Sie erzeugen eine Hypergruppe auf Ny. Das folgt fiir o = %1 und

v = ﬁ aus Theorem 6.1 in | ]. Dieses Theorem besagt auflerdem,

dass Ds = [—1,1] ist,

D:{ZG(C:

2 2
z—ﬂ + z—i—ﬂ §2}, falls ¢ > 1
q+1 q+1

und D = [—1, 1], falls ¢ = 1. Eine kurze Rechnung zeigt, dass D eine Ellipse
mit einer Hauptachse der Lénge 2 und einer Nebenachse der Linge 23% ist.

A

1..

Y

Abbildung 3.9: Ds; und D von innen nach auflen fiir ¢ = 2, 3,4, 5, 100.

Fir ¢ = 1 sind die Cartier-Dunau-Polynome gerade die Chebyshev-
Polynome erster Art. Da sie ein Spezialfall der ultrasphérischen Polynome
sind, wéchst die von ihnen erzeugte Hypergruppe polynomiell (siche Ab-
schnitt 3.1.1).

Fiir ¢ > 1 stimmen D und D; hingegen nicht iiberein. Daraus folgt mit
Satz 4, dass in diesem Fall die von den Cartier-Dunau-Polynomen erzeugte
Hypergruppe exponentiell wéchst.
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So ist Korollar 6 iiber die Charakterisierung von Spektralmengen iiber die
Folge der ersten Ableitungen (R/, (z;q))nen, nicht anwendbar. Auch Satz 5,
der die Folge der abgeschlossenen Ideale mit Hiille {x} C D beschreibt,
kann hier nicht zu Hilfe genommen werden. Wir zeigen jedoch, dass {0}
keine Spektralmenge ist.

Lemma 13. Es gibt zwei verschiedene abgeschlossene Ideale in (1 (h), deren
Hiille {0} ist, das heifit {0} ist keine Spektralmenge.

Beweis. Diese Ideale sind Iy = k({0}) und

—~
i

I = {f € 4(h) : f(0) = f(0) = 0}.

Dass Iy und I Ideale sind, ldsst sich leicht nachrechnen. Fiir die Abgeschlos-
senheit schreiben wir

Iy = ker )y, I = ker 1 Nker g

mit o(f) = f(0) und ¥ (f) = f/(0) fiir alle f € ¢'(h). Die Funktionale
1o und 1 sind stetig, so dass Iy und I; als Kern stetiger Abbildungen
abgeschlossen sind. Die Stetigkeit sieht man wie folgt. Wir zeigen zunéchst
durch Induktion, dass die Polynome R, (x) = R, (x;q) fiir gerades n gerade
und fiir ungerades n ungerade sind. Fiir Ry und R; ist das offensichtlich
der Fall. Sei nun n € Ny und sei Ro, gerade und Ra,41 ungerade. Mit der
Rekursionsformel gilt dann

+1 1
R2n+2(_$) = qT(—fU)RQTH_l(—.’IJ) — gRZn(_$)
+1 1
=1 . T Ronta(z) — §R2n($) = Ront2(2),
qg+1 1

Ropys(—x) = (—z)Ron+2(—2) — §R2n+1(_x)

q
+1 1
= — <q . zRopy2(x) — qR2n+1($)> = —Ropi3(x).

Aufgrund der Symmetrie haben wir RY, (0) = 0 und Rgj41(0) = 0 fiir alle
k € Np. Fiir ungerades n vereinfacht sich die Rekursionsformel damit zu
Ry41(0) = —1R,_1(0) und induktiv folgt Ry (0) = S3° fiir alle n € Ny,
Ableiten der Rekursionsformel fithrt auf

/ 1 /

q
R, (0) (0) + PSR

Mittels vollstéandiger Induktion nach k folgt daraus

k+1)q+k
b1 (0) = (—1)'€(+qkl({+ fiir alle k € No,
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denn mit R}(0) =1 und der Induktionsvoraussetzung gilt

qg+1 1
or43(0) = TR2k+2( ) — gRék-i-l(O)

g1 (D) 1 (b Dtk
T o T

_ (—1)H! (k+ Q)Skil(k +1)

Damit ist (R}, (0))nen, fiir ¢ > 1 beschréinkt, denn

(k+D)g+k k 1 &k

R! =7 = &zt 3T —0 fir k — oo.
‘ 2k+1 )’ qk+1 qk q qk+1

Mit M = sup,en, |R),(0)] gilt fiir alle f € ¢'(h)

[ (f ’ﬁ ‘— (k)

< ZM|f(k)|h(k) = M|\ f]l,
k=0

das heifdt 11 ist stetig. ¢ ist wegen 0 € D ebenfalls stetig.
Iy und I7 sind tatséchlich verschieden, denn €1 € Iy, aber 1 & I;. Wir
zeigen, dass auch h(Ip) = h(I1) = {0} gilt. Wegen I; C I gilt

{0} € A(k({0})) = h(lo) € h(L1).
Es bleibt also zu zeigen, dass h(I1) C {0}. Dazu wéhlen wir

1 €0 i €2
g= 75+ o
qh(0)  h(2)
Dann ist g € I, denn

7(0) = ;Rz)(m + Ry(0) = 0,

und wegen
=> g(k)R (k) = g(0)Ro(2)n(0) + g(2) R2(z)h(2)
k=0
1%—i2—1: 4 2 fir alle x € D.

qg q+1 g q+1
ist auch §(0) = 0. Fiir cin belicbiges z € h(I}) = {z € D : f(z) =0Vf € I}
gilt also insbesondere g(x) = 0, und daraus folgt bereits x = 0. O

Es ist weder bekannt, ob {0} eine schwache Spektralmenge ist, noch ob
die zugehorige Hypergruppe reguldr und halbeinfach ist. Es ist also nicht
klar, ob die Definition schwacher Spektralmengen wie in Abschnitt 2.1 hier
tiberhaupt sinnvoll ist.
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